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L es No uvea if x Precis Brea I sont corpus pour ap porter aux etudionls des 
cl asses preparatoires une aide efficace dans leur travail. Tout en 
con servant lo rigueur des editions precedentes, rous nous sommes efforces 
d'aplanir au mieux foutes les difficultes inherentes ait discours scientifique. 
Nous savons par experience que le rythme de la prepa n'autarise aucune perte 
de temps, ei nous pensans qu'une explication claire et precise permet d'eviter 
ou leeteur foul * blocage » in utile. 

SHctement conforme au nouveau programme,, cet ouvrage s'odresse □ tous les 
etudiants de deuxieme annee des filieres PC et PSI. Cheque chaprlre est divise 
en trots parties corn pi emenla ires. 

■ Le Cours, qui press me les principally raisonnemenis 6 com prendre et a 
connqTtre, aocompagnes de nombreuses applications directed afin d f assi- 
miler immediatemenl les notions Ira i tees. 

■ Les pages Methodes. qui contiennent deux rubriques indispensables d lo 
progression person nelle : i'esserttfd permei de memorise r ropidemenf tout 
ce qu'il font retenir dn chopitre, et la Mi$e en oeuvre expose les grander 
methodes afin d'acquerir les bons * reflexes » en situation. 

■ Les Exert ices, dosses par nrveaux de difficulty dont les solutions d&Kiiif£es 
sont enrichies d'astuces et de conseils [precedes des logos ou /'■ La 
pi u port des enonees proposes ont ete tires de sujets de concours. 

IL 'lOus est apparu necessaire d'accorder aux Mel b odes et aux Exercices 
une place equivalente d celle dn Cours En effe(_, I'apprentissage ne pent pas 
etre efficace sans combiner etroitement ces trois dimensions : campiendre. 
savair fairs el s' en trainer. En revanche, sil organise inlelligemmont son travail. 
S J eiudiant paurro s'cmseliorer dans toutes les disciplines en gerant ou mieux son 
lemps et ses eFforls., principale condition de la reussite. 

Ain si, les etndiants de PC et PSI dtsposeront, en physique des on des „ d'un outil 
de travail compfet. adapts au ryihme sontenu de telle seconds onnee de pre- 
paration oux concours- 

Nous esperqns qne ce Nouveau Precis les aid era a passer avec reussite leurs 
epreuves et nous reportdrorvs vobntiers d toute suggestion, remarque ou cri- 
tique par e-mcil 6 Padresse infos@edilIoris-breal.fr. 
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CHAPITRE 




Phenomenes 
de propagation 
non dispersifs 



Ouverture 

Quiconque a Liche un caillou dam I’cau a observe L 1 apparition dc vagues circulates dont 
le diametre crm'i avec !e temps. On parle de propagation d T unc deformation de la surface 
de Peau. Cepbenomene physique, qualiJle d’onduiatorrc, pent revetir bien des apparenees 
tant visiblesj comme dans l’exemple precedent, qu’ invisibles, dans le eas d’ondca son ores 



physiques simples 

Ce chapitre imroduit ees notions en ^appuyjint ujr de* situations physiques 
unidimensionnelles. L’equation d’onde obtenue est analyses pour mettre en evidence 
I ’existence d ! un couplage spatio-iemporel qui rend compie d’une propagation - 



Rian du chapitre 1 

A. Exempli d'mtroductian 

1 La chainti d'oeciHateurs , 6 

2 La cordo vitorante „ . T „ , , r , , T . , r . , , r , , r . T r , T r , , „ , , r „ , „ . , T r , r r . , r , , T . , r r , 8 

B. Equation da d'Atambfirt 

1 Solution generals do requation do d'Alombert 9 

2 Ondes progressives planes harmomques ,,..,.,*.12 

3 Ondes stationnaires A r t ... , , . „ 14 

C Applications aux cordes 

1 CDrde vibrantc fixeo a ses extromitss . .. f . * 16 

? Corde de Melde. . * 19 

Metbodcs r . , t ,Zl 




Exeiciees 





A. Examples d'introduction 



A* 1 * La chaine dhitsciilateurs 

V i Position du problems 

Une collection d 'atonies idcnfiqucs die masse >« formcnt une chaine Lincairc sur 
un 3 Hl l hirnKuntal O.V. A requilibre, on udmet que k distance entre deux atomes 
eonsituiifs est constants et vaut «. Une perturbation longitudinals modifie 
cet equilibre, L’intcractinn cntre ks atomos propage alors cettc perturbation 
df p ruche en p ruche k long de lu chaine. On suppose que cette perturbation 
est suffisamment * forte » pour take sentir son influence a grande distance sur 
La chaine atomique, mais qu'ctle esl egalement sufifuiammeot Kfaiblei* pour ne 
pas boukverser cumpleternent la structure. Dans Ce CiS, I’inieractiun, entre les 
atonies peut sire model i see par tine force de rappel dc nideur A, tdentique 
pour tous Ich aromes ct limnee aux plus prochcfi. voisins. 1 j chaine atomique 
est ainsi mudelisee par une chaine d'eisdlkLeurs lineaLies. 

Outre son interet aLademique, cet exertiple classique deLril simpLement ks 
phenomena de propagation dans un crista], ou encore la propagation du son 
1 Cstle elide conttifen I'obiet dans up milieu materiel . Ricn que !e earacterc ml ini dc la chaine d'oseillateurs 

du ehspitne J. puisse sembler peu phn^ique, si Ton neglige Its effeLs de bnrrifCe modek permet 

d'introduire La notion de phenomena ondulatolre associe a un systems dlscret 
puts,, par passage a la limitc,, a un systeme continu. 

\J, 2 . Mist cn equation 
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Psrturbatinn la lonn d uns chai™ cfnsdllalsiirs liniairBS. 



t Daastome Is suite, 

fln ni. npnnern qw le ritirgntjfll 

HVi iri ertflalilien r-h qua fan 

peuc r-tohger le paics dss aiomes. 



Notons e n (j) I'ecart dc Fatomc n a 1 'instant i sur Fixe Ox par rapport a sa 
position dkquilibre ( I). Pour Cet atorae, la relation fnndamcntale de la 

dynamique projetec sur Fane Ox s’ecrit ; 

■ k( - C -| " E - j ~ k ( £ . - £ h-, ) * 

,LJ ■ ■ — r ■ — I. - ^ 

fxw df npixl 



que Fen met sous La forme : 

E p +to-{2E„-E j ^.^E j , +1 ) = 0 (1) 



041 to,' = — est La pulsation prop re de c ha que uscillaieur. 
nr 
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Cette equation montre t|iK le depLaocment de I’atoitte » depend des dep]aeem enCs 
des atonies «-»!«« + 1 . De maniere general*, le componemeni d’un. atom* 
depend de celui de ses plus, proches, vnisms. Cette pmpriete est caractcristique 
de In prop a gut ion de proclle en pruche d'une perturbation. On cl it alors 

qu 'nine onde se propage le long de la chain*. 

A .1.3. Limite continue 

Desigrtons pat x w la position d’equilibre de l 1 a tome n sur Faxe Or, puis 
construUons unc fonction f de-fin ii- en tout point t. ci a ctiaque instant r 
par I’ecarl a la position d’equilibre : 



3 La distance caractqristiqua 
de ^Hriartitm d'un phfinnnAne 

■ ■I : i. ;il :ii. '- gjl f pvqUt 

lonaireur cTontJa Dansi'fllude 
dir phanqm«nBS bihiikbb, 

t ill: BSE Afi I'QrdfB du III; I i. 

done iii'-ii plus grirtda q-Ji 
la ffl*s 1 anee --i.iie aiomei 
f grroirpn quflqyts nngSrqfnsl 



Dans te cas oil la distance a = J r , - r R eiitrc deux atnrncs eonsecutife rcstc 
petite dev ant la distance caraeteristique du phenoittene onddatoire (h>pothese 
quo nous suppoicrons verificc), « en admettam que la fonction tp verdfie ies 
conditions mathematiques requtses, on pent ecrire les devcloppements suivants 

a ropdee 2 en a : 





(dw) 




t„,(0 = ¥k 1 t a 


i£] 




£ n t <o«- = ¥<-*,. x>-<* 


f av’ 

l. fix j 


{ *>- t,+ T 



d 3 k|f 

d.r J 

dV 

TiS 




Eti somtnam ces deux egalites, on obtiem : 
t'nJO+t'n ,(r>* 2 v{x c .r) + 

d’ou : 






2f.0>-£. , CO- CO \J)- 



2y(r m .t) + * 







Parailleurs, on a immediatement ■ 



f.tO 







D apreu (I), la fonciion v verific done ] ’equation aux deriveos partietks : 



r~J i|f 

"dr 7 
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MBlf 

Involution de la perturbation dans uilli Chain* rniidiMensiormelle iruiirtie 

d’osdllateurs iin«aim est caraciertsee par I’^undoa 4 e d'Alembert : 



d> 

Br 




Bx : 



= 9 ■ 



Cette equation deent le phenotnene de propagation d‘une onde dans un 
milieu continu. c est la vitesse de propagation de l'onde et s’exprirtle en 




4 Dans Ifis na!i" him de maase 
volumique n. CBtle rn ptmn. pur 
da s-s-agiB a 1.5 iirr le continue 
i' it in aob i la lonn? : 




c j E t!i le FDcnle d'YoLig d j 

rpslm.in, <aiad 4 riSli(|u 6 

mficeniquB de ce damme si 
s'enprime en Pa. 



DiilS l’exemple fondc sc propane dans La meme direction que les 

dcplacemcnts des atomes : on dit que I’onde est h mg it ud ionic- La vjtcsm: dc 



propagation d* Pond* vaut : 



c s OflJ n 




A. 2 . La corde vibrante 

A. 2 . 1 . Position du prublvmc 




On s’inrcrc&sc a present au\ pctits mouvements trans versatile d'un corde sans 
raideor> dc masse lineique p. (fi.p.2). A I’cqullibrc, (a cOrde trSl horizon tale SUivani 
I’axe Ox. Lonsqu’elle tsi eearie* de sa position d'cquittbrc s on ad met que ehaenn 
dc SCS points, enn-serve son absciss* x initial*. L’ecart a la position d'equilibre 
a I’instant 1 est note y ( 1 , f). Enfin, on suppose que les. deplacetnents dc la corde 
re-stent * petits *, ce qui entrame que les angles <i recent petits ct que : 



5 j+r 

dx 



«1 



f Pons tools- la euHb, 
on suppnssra qua •= nefarwititil 
dS! gnlilsnD. 



A. 2 . 2 . Mise eei equation 

En negligcam le pc ids de la cordc devam sa tension, ainsi qvc 4'cvcntud& 
frottcmcncs avee Lairs, La relation fondamentale de la dynamique applique* i 
un element de corde oompris enire les abscisses X et x+cLv s’ecrit : 

pit 5= T(jc + dx) -ft*} 



KWlfl <S«™ 
rir Lj punc Jjiie 
■Jr Id ■..■Pk 



KTKOfimW 

p ar La panac fraLa.hr: 

Jt'l •> *&: 



awe a = 



Bryf 



car la pqfde sc deplace ra-ticalement. A rordre I en dr, il went : 

3T 

ytix-rfe^—dx- 
dr • dx 



En projetafit cette relation sur les axes Ox ei 0_y du repere, on ofcuncnt 
respectivemcnt : 




( 1 ) 



CL 




iix 



(2) 



L'anglc sr rcstant fatale,, on a : cos u ■- I ct sin -Q - ii. ComnicT, - T cos a et 
T =T sin a,,, on peat alors ecrire, a 3’ordre I en a :T, “T et T v = Ta . Ainsi, 
['equation ( 3) dome T = etc, que Lon pent injecterdans ['equation (2) l 

m yiVl) da 

" d r dx dx 
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fi C'esl ’a da J inion dt la derivie 
dura ffl1CHC.fi, 



? Lh d#rrvfle l’ ii! ii! lenetion 
composed j-f°« s'icrit : 

Amsi, a^ec id *9 =-x nn a : 

el an danvani lane secondE lois : 

STljcl-r(-je). 



Enfin, centime can a a a lordre 1 en a et que tin a = — - ", on a : 

dx 

_ 

ffcf fix* 

Le mouVemeni de tout point de la COrde esc done rcgi par I'equ&liun de d’Alembert 1 

o- 

dt 2 |J civ 2 



Lrjl 2 



L'eraluiinn des petits mouvementa tnms.vcrsauK d'une corde sans raidcur 
est caracterisee par I’etluatioil de d 1 Alembert “ 

dt* ik J 

Cette equation decrit lc phenomena dc propagation d'une onde le long dc 
la corde. c est la vites-se de propagation de Fonde et s’exprime en m s *. 



Dans Fexemple crake, 1'on.de se propage le Jong de l'axe Ox, mais la grandeur 
physique qui caraetcrisf La deformation de la corde cvoluc Lc long dc I’axc Op 
perpendiculfliremetlT a la direction de propagation I on dir que I 'unde est 
iraiuvcriialc. La vitesse dc propagation dc l’onde Le long de la corde vaur : 




y 

B, Equation de d'Alembert 

B< 1 . Solution yeneralt: de 1’ equation de d’Alembert 
B. l . 1 * Prelim in Hire y 

Avant de rechercher les solutions de ['equation de d 3 Alembert, on peut analyser 
quelques-uncs de ses proprtttes. 

* On remarque tout eTabord que Tcquation cir lincairc. Cola sigmtie que si 
qt, (x, z) et f, (.v, t) sent den solutions de F equation de d'Alembert, alors toule 
combinaison lineaire (, x t i) + ajjt {v* r), ou ei L, sont des. reels, est 
egalemcnt solution i e'est le principe dc superposition. Associe a (’analyse de 
Fourier, iL est as se/ systematiquemenl applique dans la recherche de solutions 
a ['equation de d'Alembert. 



ItieuTesrni* 1 



Principe de superposition 

La linearite de 1 'equation de d'Alembert enlraine que loule corn bin iison 
lintaire de solutions de F equation est encore une solution. 



* Op remarque en suite que I 'equation de d'Alembert ne fait intervenir que 
des derivees pari idles d'ordre 2.. Si f (v, f) est une solution de liquation, alors 
4) (ur, i) = t|r (-v T 0 ei (P = M r -i) sont egalcmc.ni des solutions, Pour 
montrer CC rcsultat, on utilise lc thenreme de derivation des, functions 
compos ees , generalise i des functions de plusieurs variables. 






£■ 3 



li J 2. Ondes progressives dans le sens de x croissant 

* Considcrons unc function y (s, t) dcs variables, x et i defime par 3a function 
cotnpnscc : 

V(x 3 t)= ftx-a:} ■ 

On peut CTtprimer les derived pamdlc* dc y an fonctinn dcs dcrLvees dc / : 
-a 3'ordre I : 

3^- <*i*) = fXx-ct) 

ox 

- a V ordre 2 : 

On rem urque alurs que tyf esl Line solution de liquation de d 1 Alembert : 

e* = ffix-cti-frtx-tt) = 0 * 

dr the 

Unc idle solution nc peut pas comtitucr La solution generate die f equation de 
d'Alembert carelkn’est pan invariants par renvcraaxient do temps et de I’eapace. 
Elle ne peril done consumer qu’un unorceaui de Id solution . 

■ Cette solution admet une interpretation physique simple. Sur la figure 3, on 
a represente unc cordc a un instant t qudeoaque ct a un instant ultcricur t + Bf, 
Ln perturbation a I’instant t + fif se deduit de la perturbation a 1 "instant f par 
une translation de longueur eSr 3e Long de Taxe Ox. En effet ; 

t^(jf j r +&) = / + Sr] J = / [* — c&i — ct ] = *|i ( jt - c&i? t) - 

La solution y dccrir done La propagation d’une ondc te long de I’asc Os dans 
Le sens des valeurs eruissantes de x. c s 3 mterprete alurn ct>mme la vitesse de 
propagation dc I’onde, 



-■ En Ian, u eat solution d'une 
i: q M nl.xm il cir-He- pus Simple 
que riqurten da d'Alembert 
Les calculs de derives pamellcs 
mentrant m eMsI que : 

dv , 

— + e — =0 ■ 
rJf dx 

II s'atjit dune equation aua 
duriutiis pa nidlcs luifiair* pin 
pr?igem* ffl! 1*5 5Ymllfi9¥ 
['equation da f Ala*nbert 



et - c f'( x - ct} - 

6l 

0rhif 

et -^y-(s,i)=c ! f~{x-ct) . 

m r 



Pmpiiiete i 



La Ibnction iti(ac, r> = f ix-ct) , solution de 1'equaiion de d’Alembert* 
decrit unc ondc progressive he propageanr dans le sens de X croissant 
A la Celente c. 



A 




F y . . Ond* progressive cars la sens de x cnaisaBiTt a diu* intla nts. 
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3. En fait, qi esl talul or d'une 
4d«4Tjeft trends tit is iome : 

tburiy 

c — - (f. 

■Jr &r 

i|| s'#gn d uns squvfon 
au« darivias panieilHS neaire 
qi. ne prusenie pas Its sym^tnss 
ds I'frqiwlwn dfl d'AI*m*sn. 



B.M. Glides progressives dans le sens de x deeroissant 

CunsidrronH a present une function y (x> t) des variables x el l definie par : 
tj# (x, i) = S (* + Cn petit neprendre la nieme analyse que pz£c£demment 
en rctnplacant simplcmcnt c par - C, Cette function esi par consequent encore 
une solution, de liquation de d’ALemberi et deceit la propagation d’nne onde 
le Long de 1'axe Ox dans le sens des valeurs dccrois&antcs dc x. 



Prpprittf 2 



La function, v(sf p l) = + ef)u solution de liquation de d' Alembert, 

decrit une unde progrvssive ae propageant dans It yens de .v deeroissiinl 

a la viiesse c. 



B.1.4. Solution generale 

D*apnes le principe de superposition, toute function y (x, f) ■ / (x- ci) + r i.v + ci} 
esi encore une solution de J’equaiion de d ’Alembert. 11 s'agit de la solution la 
plus generale de cctte equation, Elle cst la superposition d'une onde progress r>e 
dans le sens de x croissant et d’une onde progressive danS le sens de x 
decroissant. La propagation de I'onde se fait a la meme vitesse c dans les 
deux sens. 



On peut verifier qu'une telle solution esi cfYcctivemcm La solution la plus 
generaie. En posant it - x - ci et v ■ x + ft, on re marque que : 




8 d 

- — e— et 
df dx 




d d 
dr 4 ' 



d'ou : 






Y a_ +c _al 

A * *c j 







En noiant y (x, fi = s (u, v), I’cquarion dc d’Alembert s'ccrit dors, : 



d J y t tYy = j j B*s 
Ar dx 2 dufo 



En integrant par rapport a u t il vienl : 

puis en integrant par rapport a v, tl went I 

j{«i *■') = f{«) t-£(tO+ 



soil en rev e mint aux variables x et f : 

Vte*i) = f(.X”a}i-g{x + a). 



10 II esc nno i es&arvi de remarqu«r 
qua i(i K It ut qCx -fl sent 
sneare dss solutions. Ce resultat 
usi tvidam i la vu« de 'expression 
dc la src'iUmn gunijrili; 



P i utjri u le 3 



U solution generaie de fcquatiun de d'Alembert a une dimension eat la 
superposition de deux ondes progressives se propageant en sens oppose a la 
indue vitesse c : 

y{x,t}= g{* + cty 



CopyrlghTgjJjr 
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Une omit: progressive dans le sens de * decioLssant est egaletneni appelee wide 
rigramv. Inexistence d'une tcLIc cuidc esc gcneralemeni lice a la posslbillcc 
d'un ret our de I’onde progressive iuitialemrnt dans le sens de x cmiiiSJint, par 
example apfes reflexion sur un obstacle. En 1 'absence d’obstacle gu de source 
cmcttricc, la solution est one ondz prognaive lUn^i qut sc prnpage dans un scul 
sens. Dans toute La suite, on parlera d’onde progressive pour designer inditfe- 
remment une ondc qui sc propage dans le sens dc x croissant ou dans le sens 
dc x deemissant. 

B,1.5. Onde plane 

Les solutions dc ['equation de d'Alembert dccermtnces iusqu’a present ne 
dependent que d’unc sculc coordonnee spatlalc j car dies dccrivent on 
phenomena unidimensionnel. De Lelies solutions existent aussi dans respite 
tridi mcnsionrcl , Unc solution dc la forme / fs- a)decrit line ondc progressive 
dans Le sens de x croissant, independamment dcs autres coordonnees spatialcs 
_y et z. L’onde prend done la mime valeur en tout point d’un plan perpen- 
dicular rc a la direction dc propagation : on dit alors que I 'onde esi plane. 



Preiprifrii 4 



Dans I’cspace a trois dimensions, une solution de I’equation de d'Alembert 
de la forme r r 

i|i(Mj() = /(« OM OM tef) 

deem unc onde plane se propageant dans la direction du. vectair 
direct cur unitaire H . Lfondc /(ii-OM -cl} se propage dans le sens 

de iiy I'onde ■ OM + cl} dans le sens uppose a u . 



15,2. Ondcs progressives planes harmoniques 

15,2.1. Description 



1 ' Ofl parte anissi d'ondi plane 
progressive monoctirpmatiqiie 
du aii’-.iaoulili! 



it Hcjs donnerona tir> sens 
physique A can* ■‘elation dans 
Ip cH*p* 1 r& 4 



Cilinhivn 1 



Unc onde progressive plane harm unique (on OP PH) se propageant 
dans le sens de x croissant a la forme : 

1(J m amplitude (dimension de 

, to pulsation (nid ■ S" 1 ) 

+ ^ , . . . „ , , . 

“ 1 r k module du vecieur d onde i.rad - m '} 

4' phase a I’origine {rad) 



C'eslc encore une solution de liquation de d'Alembert a condition que la 
pulsation to et le vecteur d'onde k verifient la relation dc dispersion 

a &W *, 

car — ^-=-w j y ct — = - 

Of dx 



-tn 1 4 k'c 2 =o 



D u apres cette relation, t'ordc progressive plane harmonique pout aussl s'ecrire 
sous la forme : 



l(f(Xj|) = 1^005 



a H\ 
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Une telle onde presume une double periodic it£ spatiale ei temporelle, 
Em eft'et, ii exists deux reels X et T ids que (fig. 4) ? 

*(*+1,0 = YCM) « 




Fig. 4 - Du jb i: pmadiole dijiw OPPH 



Une OPPH prcsciue une double pcrir>dicite d spatiale ex rcmporelle, La 
longueur d'tinde X fen lit) el la periude T fen h) verifienl les relations : 



x= 



2s 

~k 



el 




On definit aussi le nombre d f onde o fen m '}, inverse dc la longueur d'onde, 
ct la frequence V (en inverse de la penode : 



o = 



et 



I 

v T 



Une onde plane progressive hartnoniqut* peui ainsi s’ecrire indifTereniment : 






T|I rt cos | 2rt ( VI - Ax \ + 4) ) • 



B.2.2. Representation complexe 



Eu representation complexe. une OPPH y (xj f) — l|* v cnsfuJr - Xx + $) 
s'ecrit : 

L'mide rcellc correspond alors A la parcie reelle de sa representation 
complexe : 

^(jr,f)=Rc[ £<*,»)]. 



Cette expression peut egalement se mettre sous ta forme : 

i|r(x>0 = to: ' !l avee amplitude complexe. 

Uinterei de la representation complexe reside dans la simplicity dcs calculs 
qui dccoulc dc son Utilisation. Ccpcndanf., ellc ne peut etre utiListie que si 
]e phenomena etudii est deciit par une equation devolution lineaire., comtne 
c h cst Le cas pour I’equation de d’Alembert 
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IV:. 3. InterH 4e I’OPPH 

L' analyse de Fourier ess un outil cres puissant pour decnre Les, solutionis tie 
problemes lincaircs- L' equation de d'Alembert cnire dans cette categoric. Auiri- 
si 0 est une solution de I’equation de d'Alembert, ]' analyse dc Fourier 
rnontre qua ceuc solution peur sfecrirc comme la combmaison lineaire J'usie 
Infinite d'OPPH de la forme : 



13 . C&rtc apprfltfte a ilija file 
Utilise* 9 *i *l 9 ?t™c*niliqne pggr 
d£crire le canzone mens ihs 
- 1 1 ■■ 1 1 ' ; i -L| i : -. Hi' injir i; i ll. l:iil,iI 
p*rminer*t s PGlBrniiiwc l« function 
de Uandert H, e"es 4 dtafrnlrsr 
I'aifirassion de It fancoon qui 
perron de csr»ctsri$er I* room*D* 
an tBfmai de Eigma jx nannaniqueE 
it ill' nl>' - i i' nolanfl i;.r ■ 

la rEprAwniaiioil cwmp^xs d* 
la tension (Tencrde du mentagH 
IB ■ i : r ■ 1 1 : : r - : i ! 1 1 : ' i tMAplate da ' - 

tension d® sort® s< r r' ass alnrs ; 
slfl- J , ff F, sl«> 



oii Pamplinidc complete et k* module k du vecteur d'emde som en general 
des fnnerions de la pulsation to. AinsL, tin it 1 ' : 

Far consequent., coimaiire les OFFH solutions dc [’equation dc d'Alembert* 
e'est connaiire les solution*, generatrices de toutc solution generate. II suffit 
alors <tc connaltre La relation donnant Lest amplitudes complexes en fotietion 
de la pulsation to. 

B3, Grides stationnaires 

15x3.1. Mirth ode de separation ties variables 

Lts ondes stationrtaires sunt des solutions de [’equation de d’ Alembert obtenues 
par la methods de separation des variables, Celle -ci consiste i chcrchcr 
dcs solutions sous 3a forme : 






On a alors,;, en derivant deux fois par rapport a ebaque variable r 

= xootv) ct = rtxrnr) . 

vC tH' 

L 1 equation de d’Alembert pent done s’ecrirtr : 

T'(t)X(.x>- L--T(f)X"{x) = 0 ? 



soit. en supposant qut les functions T «? X tie sont pas Identiqucment nulks ; 

TV) XVO 

T (i) ' X-;» ' 



It. I.R- membra :l- giuchp 
ne cjtfi'd qie® cc la variable tat 
telm de ii :hi !■ que da la variable 
Una iwclion da n?t une loncliun 
de xegalai qualles que EMitt 
IftSwaleurS dfc&vMbkS 
sent n^cessj r®mEnt€onstar,ies. 



Cette egalite ctanl vraie pour toules valours dc vet de d, les deux irtembres de 
I'cjislirc soot egaux a unc constant? ritettc a". Deux css sc prewntent alors. 

- Si ft > 0, on pmt cenre : it = ft 3 . U fnnctmn X est alors de la forme : 

Xu) = A.f'' + Be* . 

Cette solution presente peu d’interet physique cn raison dc la presence d’un 
icrnic divergent (v"} ct d’un termc as&ocie a on regime transitoire (c *'} : 
notK la rejetons done. 



- Si a < 0> on peut ccrire : a «■ 4‘. La ftincti#!! X est alors de la forme : 



Xi..r) : X ms(fae 4 - p , j . 



De merae : T[f) ®T_. cos (nu + avee (0 - A-c. 



Cti*pgn! I ; Ph<ii**m*n*a cte proiwgallar' mnm dtspursttfl 
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Ftnalement* la solution physiquemem acceptable s’eerit : 

tK*. 0 = V* «K( tflf + <P* ) <»S(to + <t J ‘ 



i§ Pa r dehnitM>n de la languo-ur 
d'ondB.an a ia corrflspnndanea : 
3l^ 4 lx. 



If. On r jpjp d qua : 
tOt pcOt Q 1 -= 

-^cosjp-t qj + COsjp- q)| 



Une omle sUitiunnuire plane harmonique eat une solution de I 'equation 

dc d'Alembert obtenue par la mitbode dc separation del variables : 

cra{tof4<pjcas{toe4^> . 



B.3.2. Proprietes ties- n tides statin tin a ires 



7 l J. 




- C nfle static nraire a difSirenla insists. 

L*a solution determine* au paragraphe precedent csr appelee onde srarionnairc 
en raison die I’absencc de propagation qui la taracterise. Pour Uoc absttsse .r 
fixee, I’onde *osrille sur place ° en fonction du temps. La figure 5- represents 
une telle solution a differencs instants. 



— Les positions dunt I’absdsse verifie to 4 0,, = — (mod It), ajrpclccs raruils, 

2 

sont immobile*. Deux noeuds oonsecutifs sont separcs d'unc distance egale a .L'2 - 



- Les positions dont l’abscisse verifie to 4^ =0 (mod it), appelces ventres, 
correspondent aux extrema de y. Deux ventres cons&utUx sont separes d’une 
di-srancc epale a k.'2- Un ventre ct un nccud consecutifs -sont distants de 174. 



B.3.3. Relation c litre n tides progressives et statiormnircs 

Nous a vims etabJi precedemment la forme generate des solutions de 1 'equation 
de d’Alembert en tertnes d’ondes progressives. Comment des ond.es station- 
naires peuvent-cllcs consumer dcs solutions de cctte equation alnrs qu'cllcs 
ne correspondent pas a une propagation? La nepunse esl COntertue dans la for- 
mule de linearisation d’un produit dc cosinus 1 ", qui permet de passer d'unc 
ondc Rtationnalrc plane harmnnique a une OPPH. 

- Une onde stalionnaire plane harmortique s'etrit ainsi COtnme la Somme de 
deux OPPH de meme amplitude : 






f „ cns(wr 4 tp (i ) ccw( to 4 O.j) 

- fe-v + *p n -4 e ) + ^ co^utf 4 to 4 *p 1? 4 %) . 





- De meme, une OPPH s’ecrit comme la Somme de deux ondes Stationnaines 
planes harmoniques en quadrature dc phase : 






y M cos(cot -Ax+<fr) 






J / 




f w\ 


y^cxre(int + ^ous<itx) + y M oos tot-i-y-- 


cos 


kx 

k 2j 



Toute onde staiionnsirc: plane harmouque peut skeme wmrnc la nomine 
dc deux OPPH et redproquement. 



17. L« qualiftcalif ladastie* 
tigmlid : | u u Ins COniJUi&n* inititits 
et-aa* limitas- E'incegrefit plus 
na(Mr*ll*fflpnc ilnri s gne icfituffr 
que dans I'autra. 



La faniille de solutions a adopter depend de ]a nature du problemc. tin general, 
Lofsque cclui-d decrit 1'cvnlurion d'un phcnomenc physique dans un espace 
non limite (bhaine infinie dkscillateum, corde infinie,. propagation libre du sou 
ou d'une onde eleciromagnetique}, la solution en termes d’ondes progressives 
cst preferable- Quand de? limitations spatiaks a Ja propagation de I 'onde existent 
(corde flftB.ch.ee a au mu-ms 1'unc de ses e.vtreniites, chaine fink d'oscillateurs, 
propagation du son flveC reflexions, guides d’ondes en dectremugrtelisme), la 
solution en termes d r ondes stationnaires cst mlciix adaptcc . 



C. Applications aux cordes 



C.l . Corde vibrante fixee a ses extremites 



(-1,1, Conditio ns aux limitt-s et conditions initiates 




Fig. 6 - Cc r de v>Hmi:e J i*e« a us 

dt J3. Bjfll t ■iiiCti 



* On s’interesse aux oscillations minsversales d’une corde de longueur L fixee 
a ses deux exiremlws (%.&). Ain si, a tout instant r, la solution y (x, c) verifie, 
en .v = 0 et _v = [,, les deux conditians aux Limites. suivantes : 

= 0 et y(L,:)*0 . 



• Par liDtursi it faut connaitre Les conditions initiates sur I’etat de la corde 
a 1' instant t — 0 pour resoudre le prubleme : 



position initiate de chaque point de la corde ; 
vitesse initiale de chaque point de La corde : 






dy 

¥ 



(x,0) 



v(x) . 



La dnnnce des conditions aux limits* cr dcs conditions initiates du 
problems assure l’miiciEe de hi solution de 1’equalion de d’Alembert. 



C.l, 2. Modes propres 

En I’abscnce de frottemems et d’acnions exterieures, la corde effect ue des 
oscillations libres caractcrisecs par I’equatlon de d’ Alembert. Les conditions 
aux Limites expriment que Les points v = 0 ct x - L sont des nccuds d^OSCik- 
10. C$s dfcux palrtta TifiiBrYt in u!ki lation de la corde \ Les Ofldes Stationnaires sont done: mieux adaptees pour 
[iiujiiuiN immobila*. exprimer la solution dc ^equation dc d'Alembert. On cherche done celle-ci 

sous la forme : 



V(x,r) - Acte([iK + y^cos^fet ), avec &e = u> ■ 
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Les conditions dux limiles intpusenLj i Liut instant t : 



Y(<M) = 0 => cos(6,.) = 0 =s o. = ^ (mod it) 

l|r(L 1 j:) = 0 => cos(AL -i- <j) rt ) = 0 =? .tL^rjll (Hentier)' 



Lc module X du vectcur d’ande tie pent done prendre que des valeurs discretes 

ft - f) — j, avtc pi enticr- 



19. D'apris relation, pour 
n f m, le naptsre de rvcejds d« 
vibrutiun lmI dune Meul | pi + 1. 



On dit que k est quantiSe. La quantification de k entraine cclle de 0) : 



Wc 

n m * h„c = n — 

Li 



2 ^ 

et edit de la longueur cTondc X : X = — ■ ^ , mise sous la forme : 

X. H 



L=n 



Difliniticn ? 



Poear une COrde vibranre fixee i ses extremites,. ["equation dc d’Alembert 
campletee par tes coodituxn awx linmtes ty (0 3 r) = 0 ci t|r (L, i) = 0 admet 
Ufle infinite de solutions appeltes modes prupres de Lu cordc (li^ ) : 



nice 



A eos l+f. 



sin 



tlTL 



(uePO- 



De monte, les pulsations gj h SOnt appeiee h les pulsations prupres de 3a corde. 
Xi A 2 ^'2 





3 3 

r: -3 




fl |.7 - Modes propres k = 1 , 2 , 3 , 9 ) a rSrtfdrents instant* 



■ ijtjy riyi u.ui. 

1 - - CCJUrs 






2D. La somme port# uiiCjEmen* 
sl' Ip 3 modes pi nprus tl'indictt 
.■I 2 1 bian cue rr attiemal qc arrant. 
Its moios d'imsliess nkgsiifs 
soiant Bcalemer- dss sclurtions 
du rpfjuaiiCHi de d'Alembert. 

C«E solutions pp t^stfluurtl 
■Dependant pas da nauvalles 

Las selulions -H'irdic ns poa*iit$ 
pe 6 indices: r cc as: Is ne snrrt done 
p«5 linftaiiMnmil MidPuiriilai lt-i 
Se .ile & las solutions tmaairsuneni 
indfipendantes sont a prendre 
an CdnjiiJ4raiic.fi. 

Certaines pracatftwns 
ir-atnematiques driven! el re p- sas 
lors d« Id il-ui ivHiiivi d'ufie- snenme 
inlime da lermes. Nous admeltrons 
que ilaiii lux pr&blfcmes physiques 
rent nrUres. tnules las conditions 
aunt retnphad pour qua carte 
operalipTi soil li'igihnn: 



C,l,3 + Solution complete 

Lea modes propres constituent tine famine de solutions de I 1 equation do 
<T Alembert. En vertu dlu prindpe de superposition, mute comhinaison lineaire 
des modes propres est encore une solution dc liquation. En itjjme permanent, 
r analyse dc Fourier montre qufil s'agit ulors de La solution la plus gcncralc. 
Arnsj, route solution pent s’eCrire " : 



- 



1 n solution complete, superposition d’une infinite de modes propres* comicnt 
egalement une infinite d'irconnucs A t ct ip^. Cc sont les conditions initiales 
qui permertent dc determiner de maniere unique Ces iflCOrmues. Ainsi, OH I 11 ’ 



t|t(jc t O) - tt{x} 



dr 



u{x) = X A, cos(t(i fl )sin 




t<*) 



_ ^ i?JIe 

*<i ^ 



sin(ipjsin ^x 



f n* 

\r 



1 

j 



Ccs deux expressions son! en fait 3es decompositions en scries dc Fourier 
des functions u et «?. En notant w n ct v n les coefficients de Fourier de u et u 
donnes par : 



n£»= 




ei *£0 - X 



sin 



h-i 



hie 

L"l‘ 



on deduit Les coefficients A el (p i gr ace auX relations t 

A m cos(^.) = h b et -~A-,sip(tp rt )-v B . 

Dans le ca& erudie, les oscillations de la qorde ne sunt pas entretenues : un dit 
que la corde oscille libremcnt. Dans la realite, les oscillations fibres sort 
difficile* a observer cn raison des Erottcmenth qui font de croft re J "amplitude 
jusqu’i ce que la corde Suit a nouveau ail repos. 



Remarque 

L’ analyse de Fourier niontre que route fonction period ique admet unc 
decomposition en sene de Fourier. Ainsi, pour une function f de periode 2L, 
un peut ecrire : 



/(x>=fl„ + 




V . - (mt II 

■ +fr r an — * 

f X 



ou les coefficients dc Fourier sont donnes par (n & N x ) : 







ct 




Le coefficient n t , s’interprete eomme la valeur moyenne de la fonction / sur 
L'intcrt'alle fO, 21 -]- Si / est une fonction paire, tous les coefficients sont mils. 
Si / esi une fonction impaire, tous les coefficients a a sont nuls. 
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Dans la situation qd nous interfile, b fonciiuns u el i\ definies sur l'interralle 
[Oj L] t pcuventctrc prolnngccs but L 'intense [-U 1-1 cn des idncrons periodiqucs 
impitireii, tie sorte qut leur decomposition en serie dc Fourier g'eerir ; 



a vet: : 



h(a ) — .f s sin 



- — [ c u(.v)tin 
L J " 



'nir ^ 
L A 



el i<j’i * ^ ti Mn 



?■) 





d.i ft 


2 ft 




f Tilt 


1 


X 


v m — 1 1 


:*{.v)sin 






! 




■ L 




L L J 


) 



d a' 



C*2* Corde de Melde 



Cr2 T l, Condi lions aux limites ct conditions initiales 



■aT 


, eorclc ^ 


lj_X 


i 

1 


iwrtmirc 


exitcmiie I 


oscillanic 


fixe 


Fig. 9 - Corde de MelM. 



L’ experience de la corde de Meld? coniiisie a etudrcr les oscillations d’une corde 
dont I'unc dcs acrrcmites O - 0 } esc soumisc i un doplacenfient iransYersa] 
hittnoniquC de to forme a sin (till) 4 ]'a Litre extrenute (*= L) cram fixe (Jlej.HJ. 

Lcs conditions ami Umites som par consequent, a chaque instant t : 
v(0, o = a HJiiauj- et y( I .,0*0. 

Com me pour to corde vibrame fisce a ses extremites, on note lev conditions 

initialed : 



y; rdT) = m(.v) Ct 



^{*,0) = *GO 



s 



oil lev functions si el v definissenl respeclivemenL la position ct la vitesse 
iniciales de chaque point de la corde. 



C.2.1. Solution complete 

Contralrcmcnr au m precedent ou les oscillations ciaicm libres, la corde CST 
a present foreee d'oscilier a L'une de ses extnemites : on dit qu'eSLe est en regime 
force. Cette situation me diffcrc ccpcndani dc to prccedcmc que par la condition 
a ]a Samite en x =0. La solution gene rale de I’equalion d p oxides sc decompose 
en deux termes ; 

ou Ic terme t|f.csi tussock au regime libre dc to cordc ct kc icraw y. au regime force. 

Si foa tic tit comptc dc to presence de froitemcms, la contribution de f,va 
dee mitre dc manitrre exponenti.dk* au tours du temps. Apres unc durec de 
fordre de quelques. ibis le temps caractieristique t assode a la corde (qui depend 
■ties propriety mccaniqucs dc cellc-ci), on aura f , la solution generate 
pourm etre assimilee a la solution de regime force t|f - v.-- Dans Ja suite, 
on oon&Ldercra uniquentent fc regime peroument. 

Les. extrcmitcR dc la corde etant contratntes, unc solution en ondes starionnaircs 
esi mieux adapiee qu’une solution en ondes progressives. AinsL on cherche 
unc solution sous La forme : 

ij#{ t, t) = A cwfou + %} cos (fex + 0 o ) a svec kc = m , 

Les conditions aux limitcs, vsiablcs a tour intrant £, impotent : 

{ V(0, t> = u mi [to r} =$ A oo&lmf + <p c ) ooeto* ) = a slot tot ] 
yfL. , r ) = 0 =t> A cos(m + tp,. > cost k L + % j = 0 



rapyrigrggftl 



Bi 



22. 1* ehe*i jtuivini eii agalemeni 
possib?B : 

: Acos^, = -fl 
n 

Cl »- ' 

2 

l| forint ics m(mes expressions 
Finales 



d’oii Poo dcduir : 

<P.. = -^J A oo B*j = a et ftL + •&,., - | ■ 

L'onde stationnaire solution s'ccnc finalcmcfn sou? la forme (fig- 9) ' 

= . ° , . sini *(L" jt) siu(tor). 

sin (ffL) u J 




Fig. 9 - GtHndede M»ld*. Qndc suhnnriairu pour ntqueltonque. 



C»2.3. Resonances 

D'apres regression prcccdcntc, I'amplitudc dcs oscillations de la condo deriott 
infinic si frL— hit, e’ext- a - dire si la pulsation w de I’exciration cmEnride avec la 

pulsation propre n ^ dc la cordc : on dit que la cordc entre en resonance- 



Dans La reaLLtc, ]' amplitude dcs oscillations n'est pas i nil me, car I’apparition 
de non Uneanlcs el la raideur Je la Corde, non prise eft COffipie dans noire 
limitenx 
a 



models, 

Cumifie 



sin(iL) 



e phcnomcnc- 

^ a , on pem remarquer qu’a la resonance, ta position x= O 



oil est place l'exciutiursi compone pratiquemeni comme un mend d’oscil’ 
hiTions. Iji cordc presente alors, en foncrioo de la pulsation prnpre, Jes allures 
aulvuues a tLilfe rents instants (fig. 10) i 





00 = 0>i 

( 1 rt resonance) 



CO - 0> 3 

(2 f resonance) 




to = tin co = (u 4 

( 3 “ resonance) ( 4 e resonance) 

Fit) IQ ■ Cnrdeda Melde. RiMnanceE |n-= 1. 2, 3, 1} a dittGrenta in-slants. 

AjiluKHis pour conclure que lorsque l'amplitude des oscillations devient trop 
importante, e'esi le tnodele lui-meme qui. doit etre remis en cause. Liquation 
de d’Alemberl nc decrit les deplacement transversaux de la cordc que si CCS 
demiers sont de faible amplitude I 



Chaprif* 1 : Phe nomfenes de prttMQMiOA non dispersifs Q Q,p y | j ;"j ht0 d HI cltC I j <’l I 
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L'essentiel 



/ Equulion il« d'Alcmbcr! 

■ L’evolution de k perturbation dans une chaine imktimensionnelle infinie d'os- 
citliisurs lmcsii-res, nu revolution des penis mouvements iransvcrsaus. d'unL- 
cordc sans raidcur, sont caractensees, par ] ■equation de d'Alembert : 



rYy 

Us 



- c 




Cette equation dccrit (c phenomcnc de propagation d'unc onde dans un milieu 

conti nu. £ cst la vitessc de propagation de (’onde ct s’enprime en rn s 

* Principe de wpcrpndtinn : la tincarite de 1 'equation de d'Alembert entraine 
que txmte comhinaiKon linettire de solutions de I’cquation est encore Line solution . 

■ Principe d'unicjtc : la donrnie des conditions aux limites et des conditions 
initiales du probleme assure I'unidlL- tie la solution de 1’equaiiOft de d’ Alembert. 

* La foncrion = f(x a) > solution de ^equation de d’Alembert, deceit 

une onde progressive se pro-page uni duns le sens de x croi&ifllU a la 
vitesse c. 




De merne, la function - g{x + ct) , solution de I’equaLion de d T Alembert, 

deerir une onde progressive he propugeunl duns Le sens de a deeroissiinl 

a la vitesse c (ou onde regressive"). 

* Lit solution ueiiendv de I’equation de d’Aleuibcrt cst la superposirion de 
dCUX ojides progressives sc prnpageant en sens oppose a la menu: vitesse c : 

l|r{*,r) = /(* -cf}4 g(x + ct) 

■ Dans I'espace i trois dimensions, utie solution de 1’equation de d’Alembert 
de )a forme : 

V(M,i) - f{u OM - ct) + |Kii OM -+ ct) 

decrit une onde plune st prupageunt duns la direction du v«teur dircc- 
teur uni to ire u . L'ondc /(« ■ OM - ct ) se propage dans 3e sens Je rt , 1'onde 

g{if ■ OM + ct) dans le sens oppose a ii . 



/ 4 Indus progressives planes hiirmoniques 

■ Une onde progressive plane harmonique (ou OPPH) sc propageam dans le Kens dc .e croissant: 
a la forme : 

amplitude (dimension de ty) 

¥<»,«= cwfuj-faf+t) “ p ulMiion !rad ■ r,) 

& module du vecreur d'ondc Cra-ct ■ m '} 

$ phase a I’criginc (rad) 




L'ne OPPH presemeni unc double periodieite, spaciale et temporelle. La Longueur d’onde X 
(en m) el la periode T (cn $■) verifier Les relations : 

2n 2n 

A = — el T = — - 

k Cl] 

■ En leprescjuarttsn complcxCj on ecrit : 

L’onde reeLLe correspond alors u La partie reelle de sa representation eomplexe : 

VOoO = R*[ 

■ D’apres. l'analyse de Fourier, touts solution generale de [’equation de d’Alembert pent s’ecrire 
comrais La combinaison lineaire d’une infinite d"OPPH (famtile de soluiitns gia&r&tricti}. 

/ l hides st»tioniiutres 

- Une oiide staiioiuiaire plane harttionique esi une solution de liquation de d’AJernbert obie- 
nuc par La methode de separation des variables cr caractenscc par one absence de propagation ; 

Hi(ac,/) - f m cns(tjif + 0 B ) . 




Copyrighted material 
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-Tam* onde stationnairc plane harmonique pern R'ccrire commf la sommc dt dviix OPPH el 



generatrices.! - 

J ApplicRtionii aux conics 

Pour urtc corde vibrante fixce a scs cxtrcmitcs, Inequation de tTAlemberi eompletee par les condi- 
tions aux limites i|f(GjO = 0 ei = n admet une infinite de solutions appeUen mndcs 

propres : 



Comment emblir r equation d’otuic carat ter isant la propagation 
d’une perturbation dans un milieu materiel ? 

*+ S avoir faine 



© Appliquer L’uis des ttoeoremes fondanicmaux dc la djmamique (theoreine de La resuhante 
dynanuque on theorem? du moment dsmamique). 



Q Dan? les eaten Ls, nc conservcr que Ecs termes d-'iirdisre- L en tiv, et si re-nonce I’y auiorise, 

cut, 



-+ Application 

On considfere un solide homogene cylindrique, d'axc Ox, de action S cons-iame, Lhte onde elas- 
tique sc propane Jongiiudtnakement dans !e soLidc. Elle engeodK Ull deplaccmcnt x) d’une sec- 
tion niiuce a I’abscisse xa Lequilibre. Gourdes displacements de fauhle amplitude, la force excrete 



ou Evil unc consul me positive qui nc depend que du materiau, appelee module d’ Young. 

Etablir E’equaiion d’onde verifier par "V. 

Solution 

O La grandeur qui caraeierise la propagation de fonde cst 1c de placement T d [ une section du 



rcciproquement. En consequence, loute solution generate de ('equation dc d’Alembert pent 
s’ecrire coitime t;i Combination linealre d'une infinite d’nndcs srarlnnnaircs {famiJJc de solutionis 



f 



A„ cos — — ( + 

L. 



«n 

sin — x 



(nern 



\ 




en oeuvre 




r 



I O Identifier La grandeur physique VH qui carscterisc la propagation de 1'onde, 

© Si lc milieu est conrinu et unidLmenxLnnnel, raisonner sur une tranche elemeiHairc d'epais- 







par la partie du solide siiuee a drone de fabscisw t sur ta partie situee a gauche esi donnee par la 
kii de Hooke r 



F (x, t) = E5 (x, i) u L i 






tranche de solide 

it e*|uilibrc 



tranche de Bolide 
en rmjuvement 




x x + dx j*y (jf 4 dx t t) 

x +da‘ 

’ Mise en mnavemcnf, cctte tranche ae depJace et son epajsscur varie- Cette derniere vaut a pre- 
sent : 




dr + T{r + dii-, f) ?(j, r)> suit ti l’ordre 1 en dr : dr l 4 — - 

dr 

En designant par S La section du cylindrc, la masse elcmentaire de oene tranche est done : 



dpw - pSde 



1 + 



<JT 

dr 



■ La position du, centre de masse G de cette tranche est dormer par : 



Of, = tXj,, 4 G,G 



G„ etani la position do centre de masse a I’equiLibrc. 

On a : 

fJ ~ 1 x + k F(.r > 0 + x + dr 4 f (r 4 dr^r) r 4 X + d* 



ou i’on fait apparaitne jnn difference dc dfUK TCrtTICS, chacun cxprimaill Tabseisse du mitieu de La 
tranche, AJnsi : 



G d G - ~ [m i f)4 ^Cr4^ 3 f)]u i . 



A E’ordre L en dr, il restr : 






2& (x ’ l)dx 



:G: 

* Le mil i?u ,i? t In 



portion du centre du na&sSS yeur uli nakmau homogarte. 



l.e theoreme de Jo resultants dynamique s’ecrit r 

d>H a (G) = dF 

oil d 1 - a| est La somme des forces enterieures qui s'exercent -sur Ja tranche de masse de centre 
de masse G a deceleration J (G), On a : 



„ rJ = OG FJ ± O ii O 

j LG) = “r - 5 ? soil j d {G) = — 
of dr 



ou encore : e (G) — 
On a egaLement : 



1 ri'T , 


r>- 2 i)rilx 



d F = F Cr + dr, I) - F (*, r) = ES 



a*F ' , . ar, . 

— Cr 4 dv f 0 — t^r) 
d* dr 



K_. 
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A I'Ordne 1 en dx, on obtieftf : 



_ ip 

dF^ = ES — T (x t t)dxu x . 



Atnfii, nn pent ccnre : 






qui sc met sous La forme : 




avcC La vitesse de propagation c donnee par : 




Vp 




Comment determiner la solution tTune equation tTonde ? 



-+ Savoir faire 

I T*' ‘ 1 

O Ecrire la forme generale des solutions. Four limiter Ees calculi : I 

si I 1 unde etudiee se prop age dans, un milieu lamite spatialemeai, recriture en termes 
d'ondcs stationnaircs cst preferable i 

- si L'ondc etu<bcc se propage dans un milieu Ltlmniic spsriatenncnt* I'ccmurc en termes i 
d’ondes progressives est preferable puLsqu'il n'y a, un general,* pas cTondes regjcssivcs. I 

En mpretant cette solution Jans L’equation d’onde, nbtenir rule relation enlre !□ pulsation 
co et le vecteur d’onde k. Reeerire la solution en consequence, 

©■ Exploiter Les conditions aux Eimttes pour determiner lea pulsations propres etentuelles et 1 
reduire 1 c nombre d'ineonrucs. 

O En deduire I 'expression generate de la solution. I 



On suppose en outre quo dcs conditions sun hnurcs sonr Lmpnsees ^ 

W(x = 0. t) = 0 et T(* = U:) = 0. 

1) Chencher La sulution generale sous la forme d’une ernde progressive. 

2) Meme question sous La forme d'une onde stationnairer 
3} Conduce. 



L 



J 



-*■ Application 

On considere une onde qui se propage dan* un milieu limite, dc longueur L, sufcant 1'axc Ox. lx 
phcnomcne ondulatoirc est carac tense par la grandeur dynamique l l'(x, r) qui verifle L’ equation 
d’onde : 





MSlhudea 






Solution 

]) 0 On recherche des aolutiuHt sous la forme : 

T{*,r) = A coMrof - k f + 5), 

auec F = r u x , ft = ft u t i et w > 0- 
© On calcule : 

ct : t dT 

= ciQ- 1 '? et = 

rfc 1 cK J 

L’equation d’ondc donnc alors ; (- to- + JfV)^ - 0. 

Hn rcdlCFchant uni solution T nop identLquemcnt nulie, on don avoir : 

f 



'•if] 



W I S I ^ I 

— * son : ft + = - oufi - — — . 

<■ c 



I] exisie done deux solutiuns. k Ik-quaiion. Cette derniere etani lineaire, hi solution generate e-st une 
combination lineaire de as deus solution-s ; 

W(x, r) = i) + rt*, 0 

to 

avec : H\Cx, r) = A t cos(tdt - ~x + £s t ) 

b 

4* Or, t) = A cof[«t+ — * + 5 } 

c 

© Les conditions a ux I uni Les impose ri’, qu’a tout ins Uni .', on nit : 

| 4\(0, i) ■+ T fO, r) = 0 i A + cosfwf + 5J + A cosCtw + 5 ) = 0 

sait : 

r^U 0 + T (L, r) = 0 
Posons e = an + &. et r = cue +■ & . AJurs 



A„ cos (cot - — L + Sj + A eos(wf +■ ™ L +■ fi_> = 0 



I A 4 cos c + + A cos r — 0 

A + cosfe + - — ) + A cos(£ + — ) - 0 

c c 

Ua deuxieme relation comb in ec a la premiere pent sc simplifier pour dinner k systemc suivant : 

i A + cos e + + A cos t — 0 

( coL 

I (A. sinE, -A sin e_) sin — =0 

v i j 

Pour que ee sysleme adulelle une solution autre que la solutn.ni nulie (A , = A = 0) v on doit imposer 



-0 



cos e 

*• 


f N 


cos £ 


f T \ 

ci]L 


sin £ Kin 


aL 




— 


-sin f sin 






1 c J 




L c J 



soil, apres calculi J , sinfE, +■ c ) sin 



iriL 1 

V c J 

coL 1 



= 0 



ckst-a-dire : Hin(2(iu + 5 sin — - p, 

\ tf 

Cette relation devant ecre verifier ;i tom instant, elk entrainc : 



Fin 



tuL \ „ site , . K 

— - Oj sort ; (*„ = — — (n «nti«r>. 



IJ reste une conditiuii a expliciter ; A l eos e + + A cos e = <> 
soit : A 4 los (ctW + fi + } + A cos (ow + tt j =? P 



Ciruifwtrn i ■ do propajifloon nan dispe-rarTs 
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qui dame* it tout instant : (A + cos ft, + A cos 6 ) cos («/) - (A, sin ft, + A ssn 5 ) sin tcer) = 0. 
D’oii le nouveau system? : 

I cos ft + + A c-ns ft - 0 

I A, sin 5, +■ A sm 6=0. 

La encore, pour eviter ]a solution nulle* on doii imposer : 

cos ft cos ft 

* s ' =° 
tut ft, sin 6 

condition qui s'ccrit : sjn(6 t - 5 ) = 0, 

D’oii ft H = ft an pres. En posant ft = 5, = ft , j] viemt alors i 

A,=-\ 

A 

On pcni prendre ft. = ii sans cue tela change le rasa lei Ural ca qui eM h-eureo i: nn pami da wtia physique 
Prtndtti ft ft + n rayitnl ft i;hfti>gur In slguo rfelutil be A al A , sans- inadulier g Dijulemsml la^aruss on 
de T 



© D ou ki solution T associcc a. one valctirdc n. qoe L’on nomme mode prop re : 
La solution generate de Pequation dVjntie esl alors : 



MS 



HU y a 



- COS 



Sn t ^ r. 

— ( * - cf ) - ft,, 







La samme pone unique menu sur les vaieurs n * putsque T = T. el V. - ffl Seules es solutions hneairement 
T'dfpe'idarlL'; il DivunL eh a prises an consul eratmn 



2} O On recherche a present ta solution sous h forme ; 

0 = H COS (tut + 9} cos( ie r + o). 

© On a ■encore : 



r> T 

n? 



- — = ur l' et — = k : "¥y qui impose : A" = 
dx 

tu „ . ti) 



f \ 

h) 

i £ J 



D K oii : r) = cositiu: + ipl [B cos( -- -jc + $) +■ B cos(- v - ft)]. 

£ C 



© Les conditions aux li mites imposent a present : 

| (B + + B.) cos « = 0 



i , ojL 

B + 



tiiL 



B J c<ra{ + 0) + B cost ft) = 0 



E-in devclopppnt ia deuNieme relation , on a : 



tnL 



(B, + BJ cos — cos iD {B.- B J sill 

i 



— ' sin ft = 0 



Le systems precedent est done equivalent au system? suivant ; 



I tB, + B ) cos th = 0 

) f | \ 

I (B, - B ) sin 0 sin — 



= 0 



■ opy ^ i 



Ptusieurs possibiSiTesi soni alors envi&ageabtes, 

Si sin q = 0, alors B — B, . On obuem dans ce cas r) = 0; d tout Lnstuni 
Ohdrtha.nl une Solution non ntille.Ofl reieTie CO [Li? po-SsibililC. 



Si B = B,, alors cos <5 = 0. On cibtieni de nouveau T(j£, 1 } - 0, po^ibiliie cscfue. 



c . , ( <oL 
- Si sin = — 

l. c ) 

qui s.’ecril 1 



La condition sin 



= 0* avec sin d *■ d> a lots cos $ * 0 el B = ■ B + . On obtiem imc Solution non milk 

¥(jc, 1} = B, cos(wr 4 ip) 

0 impose la quantification dc eg 





f 1 


f 




su 


03 


cos 


— jt + O — cos 


— x -d 




U ) 


L c )_ 



[ijL ' _ 



«7k 

w n = -j— , gvee n cmier. 



FLnalemcnt, on trouve 



T„(x s f) = 2B,, sin <p„ cos — 



1 pm ' . ' rara 

i|i i cos — a ->- q sin 

, L " L J 



pirn : 



-1 



3) I] est iiueres&ant de revenir sur I’dcrirure d’un mode proprv L F h dc vibration : 



dans I:l question I , On a : 

'■V’t* 0 = A „ 

dans la question 2, on a : 



cos 



— \x-it)-b 

L " 



FTff 



— Cos 



— (jc 4 4Tl ) + O 

L 



0 - 2B,, sin cos — a + s?. 



SLTS 



WUT 



\ L J 



Rn dcvclrippanr T 1 , nn ohncnr : 



I — Ct 4 ft 


do' 


tax'] 


l L. "J 


l 


L J 



.? que J'nn peut eenre ; 



/ \ f \ 

T, 1 i) - 2A n cos 

On Conslalt: que v f H _ 1 el 4'. Z: sunt identiques pourvu que : 

A n -B T 5in<p T e| = 

Co Fonctiuns represeutenl la menu' solution physique. Leur denture mitiale nous punnet d'en don- 
ner dcs interpretations differentes , 

V n i« esl la s-oenme d’une unde progressive 'l J . dans Le sens Jes ,e croissants el d une onde propres,- 

slvc T dans k sens dcs ^ decroissants (ondc regressive). 

Pliysiquemenu TOUt se passe comme si une onde progressive qili prend nsissance en x = 0 se refle- 
chir en x = L. II result^ cn tout point du milieu, unc ondc resukante sorame de 1’onde ineidente ei 
de 1’onde refleeiut:, 

Celle superposition destine naisSance a une unde slaliunnaircj « qu'esprime H\ - . 

Cet exemple que nous avons- traite de fagon complete mnrtrc I'quivalence entre ]« deux approches ; 
ortdes progressives 0u un-des SLiitiotiiiaires. 



JisJL _ K 

— cf + 5 — sin 

L " 2 I 
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O-apHra 1 PlufrMmen&s de propagatiot no-:' dtaperiifs 
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Niveau 1 



En. 1 Oscillations du lie chaine de masses 

Une dincne de nlasin comports N masses Ldemiquc't 
rcguliercment repartees -tin un fil sans raidcur de masse 
n&ftliftnabk, fbw -< taunrmiiw. 




La matte coiale cl la longueur totals: de Ea chaine tone 
fueees. let distance qui diatjue masSe cst o, lirur 

masse est ?u La tension du til est supposes constants 
ci norecT,,. A 1'fcquflibrc, tc fil esi horizcmeaL confondu 
avet wn an* O*. I.** masses peuvmt osriller triiTmer- 
afcmfm. tant frotccmencH. On suppose ces- deplacc- 
ments [res foibles demitl d el on neglige I'influence tie 
la pesantcuT. 



1} On nnu T T {f} k displacement vertical dc la mav* n 
a I'lnstant r litabiir Liquation difierentiefcle verifice par 



4L 



On peseta cn.„ = 



.E 



ma 



2) On erudie une premiere ■urujoon pour bquelEe N = L! . 



a) Oil adoptc Line representation complete ex hiu 
recherche '■k, sous la formi: ^. (rf-A.c '"* avec n l 
ou 2. Montrer qu’un ici ctioix n’esc possible que si la 
pulsation IB pnirtd deux vaienrs p*rriculiinds iti, ej m,. 

b) Fm Jiiduiru l*s rirbliurth uni re; El-s amplitudes ninn- 



pEexes- A , ct A . scion que <o : tv, on in = av.. 



c) Lcs deuji solutions obtenues pour ci - in, ou ta = u , 
constituent tes modes pmpres du svsleme, W el <U 3 
sonr let pulsations pmpres du systems. Rcprcsenter 
simp lemon l Failure de la chaine kusqu'clk o&rilk dans 
cttacun deces modes propres. 

d> Quelle cal I expression generate tie la iuluciert 






3j l/onfCmiK gauche dufilefil SOlimisc a une excita- 
tion penodique de la forme T,(r> A,, cos (*jur) . 

I.'c»ir£mire Jmiic Ju rll rests immobile : 4\(i) = 0. 
») Determiner Je nujuve m*nt des deux masses. 
b> LspiLquer te romportemenl du systems lorsqne te 
lend sen. 1’une des pulsations propres. 



J) CtuTuncni se general isem let resuLtats precedents 
lurSque N lend Firtfifti "- 1 Comirniirtter, 



Ex. 2 Garde pincee 



Line cordc sans raideur do longueur L, de masse 
hpeiquv [i eC d« tension T, esi tixce it ses cstremites. 
On dcsLgne par l, f I'.it ,r} 3e deptaccmeni transt'L-rsal d’un 
Element de CorJe wtui; j I'iibseiste if a I'inr-tant r A 
I'mtiant initial, cene coide esc plneeeei adopce la forme 
d no nee par b enurbe tuivame : 




On nore w<jc> I'cquaiion de cene co>urbe. Lai corde esc 
behee wit viiote initiate- Determiner 1 'expression 
gencralc de T(.v f rl. 



Niveau 2 



Ex, 3 Oscillations d'urt res sort 

On cort&idere on rcssort lnsrbnmal j spirts nnn j«>Ln- 
tives de longueur a vide L, de raideur k et de masse 
Imeique |i. 

1) On d ecou pc par la pensec ce retton cn N tranches 
identiques de longueur C de sorte que L = Nc. 
Montrer ..)ue ehaqtie tranche se comporte co mme un 
resSOrt tte raideur ft 

F 

21 Le ressort est a present llxe en O a son extremite 
Ksuch* *1 il esl mubLIe a sim ext rein it* droite. On repire 
lu position 1LLJ Tcfms d'un* sjoru par Mm ftb*«i*xe * svr 
I’ane horrizoncal. L.orsque Ee reason se defi.nr me. b posi- 
tiocn de ta tptre a 1’inttant i dettenc x *■ 'F (jc.ri . On admec 
que les deformations du ressort resreni suffisamment 
biiblet- pour ne pas endommager ce dernier idomn me 
de fieformalion *lastiqu*). Fn deetKmpoMint 11 - resMin 
comme dan^ la question precedeme, montrer qu'une 
tranche d'epai-sseur l, tituee en x au repos, ett sou- 
mise, dc te port Je ses pn>ches voismeSj « urte fores 
Fj-Vntj de b forniv : 



F(.m) = fAI. 



■ if J t|f 




3) lin deduire que T verLtle l 'equation de d'Alembert 
Donne r I’expPBMsiott sis la vii*ss* do rnpassuiett. 



E^iOroit 



LjL 



ices 
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